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62 Aula Pratica — Numeracao de Programas URM

6.1. Resolugao

B(J(3,4,2)) = 4xL(3,4,2)+3 dxm(m(3-1,4-1),2-1)+3
= 4xm(n(2,3),1)+3 Axm (2°x (2x3+1)-1,1)+3
= 4xm(27,1)+3 = 4x[2?7x (2x1+1)-11+3
= 1610612735

6.2. Resolugao

Nota:

O coédigo 503=4x125+3 (=4xn+s). Dado que s=3,B37*(503) corresponde a
uma instru¢do J (m, n, q), tal que { (m, n, g) =125.

Mas {(m,n,q) = 125 = n(n(m-1,n-1),g9-1).
Seja r=n(m-1,n-1); entdo:

2"x[2x(g-1)+1]-1 =125;donde: r=1 e g=32.

2" 1% (2% (n-1)+11-1  =1; donde: m=2 e n=1.
Logo teremos que: B"1(503) = J(2,1,32).

n(n(m-1,n-1),g-1)=125 pode-se resolver em ordem a m, n ¢ g da seguinte
forma:

Sendo r=n (m-1,n-1),entdo m(r,g-1)=125 ou nt (125)=(r,g-1).

Como r=m; (125)=(125+1), ou seja, r € o nimero de vezes que 2 entra na
factorizagdo em nimeros primos do nimero 125+1=126.

Mas: 126 = 2x3x3x7,eentdo: r=mn; (125)=1.

Sabendo que m(1,g-1)=125, pode-se obter o valor de q.

Assim: 21x[2x(q—1)+1]—1:125 ou: 2x (g-1)+1=63, donde: g=32.

Como r=mw(m-1,n-1)=1,entdo m-1=m; (1)=(1+1):=1, donde: m=2.

Assim, 21 Xx[2x(n=-1)+1]- 1=1 ou: 2x (n-1)+1=1, donde: n=1.
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6.3. Resolugao

y(P) = OB L oBEHBI )L LSBT HB(T,) +B(T,) +2

- 1.
B(I:) = 4xm(3-1,4-1)+2 = 4x[2°x(2x3+1)-1]+2 = 110
B(I,) = 4x(3-1)+1 = 9

B(Is) = 4x(1-1)+0 = 0

,Y(P) — 2110 + 2110+9+1 + 2110+9+0+2 _ 1 _ 2110 + 2120+ 2121

6.4. Resolugao
100 = 2%+22+2°+2°-1.
B (I1)=0=4x0+0,
de onde: I.=7(1).
B(I;)+P(Iz)+1=2,0useja:P(I,)=2-0-1=1=4x0+1,
de onde: I,=S(1).

B(I1)+P(I)+P(I3)+2=5,0useja:P(I3)=5-0-1-2=2=4x0+2,
de onde: Is=T(1,1).

- 1.

B(I1)+P(I2)+P(I3)+P(Ia)+3=6,0useja:P(Is)=6-0-1-2-3=0=4x0+0,

de onde: I,=7(1).
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72 Aula Pratica — Método da Diagonal

7.1. Resolugao

f(x) sex <m.
gx)=1¢_, (x)+1 sex>m~ng¢_ (x)estddefinido.
0 sex>mA¢_,  (x)ndoesta definido.

Usando o método da diagonal, garante-se por constru¢do que a funcdo g(x) ¢
diferente de qualquer funcao computavel ¢ em pelo menos um ponto. De facto,
qualquer fun¢do ¢ ¢ diferente de g pelo menos no ponto i+m+1.

Supondo que g ¢ computavel, entdo g=¢;, para algum valor i. Entdo, sabendo
que Vi,i+m+1>m e usando a defini¢do de g,

) ] ¢, (i+m+1)+1 sed,(i+m+1)estadefinido.
gli+m+1)=¢ (i+m+1)= ) N ) )
' 0 se ¢, (i +m+1)ndo esta definido.

Mas esta defini¢do ¢ claramente absurda, i. Logo, g ndo é computavel.
7.2. Resolucao

Seja a funcdo g(x) definida de seguida, com gt(y,x) sendo o quociente da divisdo
inteira de x por y.

fx) se'x € par'.
8(x) =1 Pupn@ +1 se'x éimpar'A @, , (X) esta definido.
0 se'x éimpar' A @, , (X) ndo esta definido.

Admitindo por hipétese que g € computavel, entdo FneN: g=¢,, .
Sabendo que 2m+1 ¢ impar, Vi, pode-se provar que g(2m+1)#¢, (2m+1), Vm.

¢.(2m+1)+1 se @, (2m+1)estadefinido.
g2m+1)=¢ (2m+1)= N , .
0 sed, (2m+1) ndoesta definido.
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O que ¢ absurdo, para qualquer m. Logo, g ndo ¢ computavel.
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82 Aula Pratica — Teorema s-m-n

8.1. Resolugao

Podemos definir uma funcao binaria g (em n e x) da seguinte forma:

2/x se x ¢ uma poténcia perfeita de ordem n,
g(n,x) =

indefinido se x ndo ¢ uma poténcia perfeita de ordem .

Usando a forma simples do teorema s-m-n basta mostrar que g(nx) ¢€
computavel, através de um programa G, para saber que existe uma funcao
computavel total k(x) tal que g(nx)=¢,, (x). Se tal se verificar, k(n) ¢ um
indice da funcdo fpara cada n.

Como também podemos definir a fungdo g da forma seguinte,
gmx) = uy(lx—y"|=0), entdo basta mostrar que |x — y"| ¢ computavel, para
provar que g também ¢ computavel (pelo teorema da minimizacao).

Caso a multiplica¢do seja computavel )" também o ¢é pelo teorema da recursio,
pois y'=1 ¢ "' = ). Note-se que a funcio 1 é computéavel a partir das fungdes
basicas 0 e sucessor, e que xy ¢ computavel, caso a adi¢do o seja, pois x0=0 e
x(y+1)=xy+x (0 ¢ computavel por ser uma funcdo basica). Como x+0=x e
x+(@+1)=(x+y)+1 entdo x+y é computdvel pelo teorema da recursido e porque a
fungdo sucessor € uma fungdo basica. Assim, esta provado que y" é computavel.

Falta provar que |x-y| é computavel pois caso o seja, também |x-)"| o é pelo
teorema da substituicdo. Como se sabe, [X-y|=(x —~y)+(y — x). Como ja se provou
que x+y € computavel, basta provar que (x ~y) é computdvel pois, caso o seja,
|x-y| também o ¢ pelo teorema da substituicdo. Para provar que x—y ¢
computéavel basta provar que x — / também o €, pois nesse caso, X —~y também o
serd, ja que se define por recursao através de x~0 =x e x—~(y+1)=(x~y) =~ 1.
Como x =1 ¢ definida por 0~ 1=0 e (x+1) - I=x, entdo ¢ computavel pelo
teorema da recursao e porque a fungdo 0 ¢ uma funcao basica.
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Estéd assim demonstrado que g ¢ computével e, pela forma simples do teorema s-
m-n, existe entdo uma fung¢do computavel total k tal que k(n) é um indice da
funcdo undria f{x) definida, para cada n.

8.2. Resolugao

Seja g(n,x) = wy(lx—y"|=0). A funcdo g estd definida para valores de x que
sdo exactamente as poténcias perfeitas de n. Ou seja, o dominio de g(n,x), para
cada n, coincide com Wj,).

Como g ¢ computavel (ver exercicio anterior), entdo, pela forma simples do
teorema s-m-n, existe uma fung¢do computavel total & tal que k(n) ¢ o indice e da
seguinte fun¢do ¢ undria: @(x)=g(n,x). Ou seja, @m(x)=g(nx). Mas por
definicdo W,~=Dom(¢.), ou seja Wis,=Dom(dxwn)), ou Wim=Dom(g(n,x)). Esta
assim demonstrada a existéncia de uma fun¢ao computavel total k.

8.3. Resolugao

Por definigdo, 17" é o dominio da fungdo ¢,
Para melhor compreender o problema, vamos ver alguns casos particulares.
Seja n=2:
W =0 y): yitya=x}
Sejan=2ex=3:
W =00y yityr=3}
={(0,3). (1,2), (2, 1), 3, 0)}
Seja n=2 e x=4:
W =0 y): yity=4}
={(0,4), (1, 3).(2,2),(3,2), (4 0)}
A semelhanga do exemplo 4.2.2 do capitulo 4 [Cutland 1980], temos de procurar
definir uma fungdo computdvel f que esteja definida se e sO se (sse)
vi+y,+...+y,=x. Para tal vamos por exemplo recorrer a minimizagdo, da forma
seguinte:
SO yrya oy = [|yityt.ty)-x| +2=0]

A funcdo f'¢é claramente computavel (por substitui¢io, recursdo ¢ minimizagao a
partir das fungdes basicas). Entdo podemos afirmar que existe um programa F
que a implementa, programa esse que tem um numero de Godel e, ou seja F=P..
A funcdo f claramente esta definida sse y;+y>+... +y,=x.

0 se Ty, T ty,)=x,
f(x; yl;yZ, ---;yn): . . ;.
indefinido caso contrario.

Sejam por exemplo com n=2 e x=4 os seguintes valores de f:
f4.1.3) = [|(1+3)-4 +z=0]
=gz [2=0]
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= 0.

4. 1,5) =z [|(1+3)-4] +z=0]
=iz [1+2=0]
= indefinido.

J4, 1,2 = [|(1+2)-4) +2=0]
=z [1+z=0]
= indefinido.

Mas entdo, dado o exemplo F=P. anterior: f{x, y;,vs ...»n) = ¢ef"+”(x, V1,V
...yn). Aplicando o teorema s-m-n, concluimos que existe uma fung¢do
computavel s tal que:

f(X, y]:yZ; ---,yn) = ¢;"+1)(x’ yI,yZ, -")y}’l): ;(ne),x)(‘ybyZJ -")y}’l)~

No caso de termos fixado um dado programa P, para a fungao f, e considerando
a versdo simples do teorema s-m-n, poderiamos concluir que:

S0 vy o) = B0 y1ys v = B (32 Y.
Ou seja, existe a fungio s(x) computavel que indexa todos os dominios W™,

uma vez que W;(('l)) ¢ por defini¢do o dominio da fungdo f(" x)).
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92 Aula Pratica — Nao Decidibilidade de
Problemas

9.1. Resolugao

‘d(x) = 0’ ndo é decidivel.

Seja:
0 sexeW,,
indefinido sexe¢W_.

f(x,y)={

Mas f(x,y)=0wy(x,x) é computavel, dado que a fungdo zero, a funcdo universal e
a funcdo multiplicacdo sdo computaveis. Entdo, pelo teorema s-m-n, existe uma
funcdo computavel total &, tal que: f(x,y)= d(¥).

Mas entdo verificam-se as seguintes equivaléncias:
G (k(x))=0 < f(x,k(x))=0 < x eW,

Seja g a fungdo caracteristica de ‘¢ (x)=0":

I sed, (x)=0,

8= {0 se . (x) %0,

Seja h(x)=g(k(x)). Entdo:

L[ sedi k) =0Gsto e W),
=10 se (k) 0 (isto &, x 7.,

Como se sabe, x W, ndo ¢ decidivel (cf. teorema 1.1, [Cutland 1980], p. 101).
Entdo a funcdo 4 ndo ¢ computavel e, assim sendo, g também nao ¢ computavel.
Logo, ‘¢(x)=0"nao ¢é decidivel.

‘W, = & nao é decidivel.

Seja:
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sexeW,,

0
f(x,y)={

indefinido sexeW_.

Mas f(x,y)=0wu(x,x) ¢ computavel, dado que a fun¢do zero, a fun¢do universal e
a fung¢do multiplicagdo sao computaveis. Entdo, pelo teorema s-m-n, existe uma
funcdo computavel total &, tal que: f(x,y)= d(y).

Pode-se ainda dizer que ‘W = & < xeW,’, pela defini¢do de f, como se
mostra de seguida:

xeW, =2f(xy)=0, Vv = $(v)=0, V¥ (s-m-n)= W)= N (NzL)
Wk(x)#@:) J_j/ ¢k(x)(y):0 = J_j/:f(x,y)ZO =xeW,

(Sera correcto dizer que ‘W, =& < xeW,’?).

Seja g a fung@o caracteristica de ‘W, = &

1 seW (x)=2O,

8= {0 se W (x) = D.

Seja h(x)=g(k(x)). Entao:
hes) = {1 seW,,, =D (istoé,x e W),

0 seW,, #QD(istoé,xelW).

Como o predicado xeW,’ nao ¢ decidivel, entdo a sua fungdo caracteristica nao
¢ computavel, logo 4 também ndo ¢ computavel (nota: sendo c(x) a fungdo
caracteristica de x W,  entdo c(x)=sg (h(x)). Se h(x) for computavel entdo c(x)
também o ¢ pelo teorema da sabstitui¢io e porque sg também é computavel
(porqué?). Como c¢(x) ndo ¢ computavel entdo /(x) também nao é).

Como a funcdo 4 ndo ¢ computavel entdo g também nao ¢ computavel e logo
‘Wx=£"nao ¢ decidivel.

‘x € E,’ ndo é decidivel.

Seja:

X sexeW,,

indefinido sex g W..

J(x.) ={

Mas f{x,y) ¢ computavel pois f(x,y) = s(0(¢, (x)))x U: (x, ) (justifique). Entéo,
pelo teorema s-m-n, existe uma fung¢do computavel total £, tal que: f(x,y)=

Do ()-

k(x) €Exn) < k(x) eRan(f) < k(x) eWi
Seja g a fungdo caracteristica de xeE,
sexek ,

1
g(x)= {0

sex g E ..

Seja h(x)=g(k(x)). Entdo:
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N 1 sek(x)e E,, (istoé,k(x)eW, ),
=10 se k(x) & E,, (isto &, k(x) g W, ,)).

Como se sabe por teorema que xeW,’ ndo ¢ decidivel, entdo o predicado
‘k(x) eWyy)’ também ndo é decidivel. Note que sendo k(x) uma fungdo total e
computavel (por teorema) e fazendo y=k(x), k(x) Wiy '<’yeW,’. Tem-se
assim que a fun¢do /4 ndo é computavel e, assim sendo, g também ndo ¢
computavel. Logo, x €E,’ ndo ¢ decidivel.

Nota sobre o método de prova: Mostrar que um dado predicado ndo ¢
decidivel usando o teorema s-m-n, consiste num primeiro passo em criar uma
equivaléncia entre o predicado dado e xeW,’ que se provou nao ser decidivel.
Define-se e prova-se assim em primeiro lugar uma equivaléncia entre xeW,’ e
o predicado dado, substituindo neste ultimo x por k(x). Note-se que € isso que
faz a fungdo f{x,y) em cada um dos exercicios anteriores. A funcdo f sendo
computavel permite definir a equivaléncia atrés referida, recorrendo para tal a
forma simples do teorema s-m-n. O segundo passo da demonstracdo consiste em
definir a fun¢do caracteristica do predicado dado (atrds designada por g(x)) e
mostrar que /h(x)=g(k(x)) ¢ a funcdo caracteristica de xeW,’ usando a
equivaléncia anteriormente demonstrada. Prova-se desta forma que A(x) ndo ¢
computavel, logo que g(x) ndo é computavel, logo que o predicado dado ndo ¢
decidivel.

9.2. Resolugao (esbogada)

f(y) = [ox(y) — g(¥)I-
Ox = g < =0 (ou seja, du(y) = g(y) sse f(y)=0).

Como [x-y| é computavel(ver 2° exercicio da aula n° 4) f também é computéavel
porque ¢x € g sao computaveis (a primeira por definicdo e a segunda pelo
enunciado) e pelo teorema da substituicdo. Logo Im:f=¢y,.

Como ¢y, = 0 ndo ¢ decidivel ¢p,=g também nao &.

9.3. Resolucgéo (esbogada)

Sejam as fungdes fe g:

sexekl ,

x se f(x)=0,

8= {o se f{x) %0,

e
sexg E .

B
=1,

Se f(x) é computavel g(x) também ¢é pois g(x)=puz<x(|f(x)-(z+1)|=0). Provando
que |[f(x)-(z+1)] ¢ uma fun¢do computdvel total estd provado que g(x) ¢
computavel pelo teorema da minimizagado limitada. Facilmente se demonstra que
[f(x)-(z+1)| € computavel caso f(x) seja computavel (fica como exercicio).

Assim, provando que g(x) nao é computavel, fica provado que f(x) também nao
¢ computavel.

Partindo da hipotese tedrica que g(x) € computavel, entdo Im=0: g(x)=dm(X).

No ponto m, g(m)=m ou g(m)=0.
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Seja g(m)=m = f(m)=0 = mgE,, (absurdo)
Seja g(m)=0 = f(m)=1 = meE,, = g(m)=m # 0 (absurdo)

Assim, g(x) ndo ¢ computdvel (por reducdo ao absurdo) e, por consequéncia,
f(x) também nao €.
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