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e  Esta prova escrita tem a duragdo de 2h30 e é sem consulta.
o Identifique cada folha com o seu Nome completo.

e  Responda a Parte Teorica em folhas separadas da Parte Pratica. Inicie cada resposta no topo da
pdgina, ndo se esquecendo de indicar o numero da pergunta a que estd a responder de forma clara.

e Pode escrever com lapis e tenha muito cuidado com a qualidade do Portugués e da Apresentagdo.

e Ndo ¢ permitida a utilizagdo da maquina de calcular.

Parte Teodrica

1.

a) O que ¢ uma funcdo URM-computéavel?

b) O que ¢ a Tese de Church?

¢) Considere a fungdo binaria computavel @,(x, y). Determine o programa
URM correspondente. Descreva a fungdo bindria computavel que este
programa implementa. Calcule um outro indice para a func¢ao binaria
anterior.

d) Defina uma funcio undria total, i(x), que ndo seja computavel, recorrendo
ao método da diagonal. Explique com cuidado os vdrios passos da
defini¢do.

2.

a) Suponha que f(x) e g(x, y, z) sao fungdes computéveis (x, y, z: IN={0, 1, 2,
3, ...}). A funcdo & ¢ definida recursivamente a partir de funcdes f e g.
Apresente a equagdo genérica para a definicdo recursiva da fungdo A.
Mostre que 4 ¢ uma funcdo computével, representando o seu programa
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URM com base em programas F e G, correspondentes as fungdes

computaveis fe g.

b) Considere a fungdo r(x,y) apresentada de seguida (a fungdo r sé estd
definida para x<10 e y<10). Apresente a tabela da funcdo f'tal que f(x) =

w(r(x,y)=0).
y

9 4 4 4 5/ 35| 18| 77 4 3| 268
8| 13 5 9 0| 56| 75| 152 2 3| 123
7 3 6| 67 5 3| 24| 34| 85 2| 381
6 0 7 4 5 0 7| 41| 59 2| 434
5 4 0 2 5 4| 24| 65| 13| 111] 707
4| 18 7| 13 5/ 18| 17| 333] 30| 121] 720
3 3 6 5 5 3| 12] 345 0| 45| 392
2 3 5 4 5 3| 12| 357| 22| 34| 375
1 8 4 6 5 8 6| 363 0| 44| 30
0 9 3 3 5 5 7| 23| 23 0 7

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Equacgoées:
BZ(n)=4(n-1).
pP(S(m))=4(n-1)+1.
P(T(m, n))=4n(m-1, n-1)+2.
BJ(m, n, q))=4c(m, n, g)+3.

7 )=(m(), m), onde  mE)=(+1); e

S =(m(m@)+ 1, m(me) ], ) +).

a(m, n)=2""(2n+1)-1.
¢(m, n, q)=n(m(m-1, n-1), q-1).

(0 =1/2((x+1)/2"17_1),

ay, ... ay:2al+2al+az+1Jr2a]+az+al3+2Jr ‘.‘+2a1+a2+...+ak+k-]_].

T_I(x)Z(a], ey Ag)

Pagina 2/3



Prova Escrita 22 Chamada - 3° Ano LEIC 2001/2002 - Teoria da Computagéo |

Parte Pratica

vx?,se x* é um quadrado perfeito

3. Seja gx) = Sabendo que as fungoes

indefinido , caso contrario
basicas sdo computaveis, ¢ usando os teoremas da substitui¢ao, da recursao ou da
minimizagdo, prove que a funcao g(x) ¢ computavel.

4. Seja hix) =Y.

a) Defina a funcdo h”’: N, — N, como sendo a fungdo inversa de A(x)
usando, para tal, o conceito de minimizagao.

b) Escreva um programa URM que implemente a fungdo 4~ usando a forma
genérica da minimizagao.

5. Considere as seguintes funcdes:

x/2,se x ¢ multiplo de 2.
metade(x) =

indefinido, caso contrario.

x/3,se x € multiplo de 3.

ter¢o(x) = {

indefinido, caso contrario.

x/4, se x ¢ multiplo de 4.

quarto(x) = {

indefinido, caso contrario.

x/5,se x ¢ multiplode 5.

quinto(x) = {

indefinido, caso contrario.

Demonstre, utilizando o teorema s-m-n, que as fungdes apresentadas sao
computaveis.
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3.

gx) = uy(| x> —y*|=0). Caso |x’—yp’| seja computivel, entdo g(x)
também ¢é computdvel pelo teorema da minimizagao.

Caso x’ seja computavel, entdo x° ¢ »° também sdo computaveis pelo teorema
da substituicdo. Como x" = f(x)=s(0(x)) e x*" =g(x,y,x")=xxx",
sabe-se, pelo teorema da recursdo, que x” é computavel caso f(x) e g(x,y,z)
sejam computaveis. f(x) ¢ computdvel pois as funcdes basicas 0(x) e s(x) sdo
computaveis e pelo teorema da substitui¢ao. Como
g(x,,2)=U] (x,y,2)xU; (x,y,z), g(xy,z) sera computavel caso a
multiplicagdo o seja, pois a fungdo projecgdo € basica, logo computavel.

Como xx0= f(x)=0(x) (funcdo basica 0(x), logo computavel) e
xx(y+) =gy, xxy)=x+xxy=U;(x,y,xx )+ U] (x,y,xx ) (¢
computdvel caso a adi¢do o seja e porque a funcdo projeccdo ¢ bésica, logo
computavel) xx y € computavel caso a adi¢do o seja, pelo teorema da recursao.

Como x+0= f(x)=U,(x) (fungdo basica projecgdo, logo computavel) e
x+(y+1) =g, y,x+y)=sU;(x,y,x+y)) (fungdes basicas sucessor e
projeccdo, logo computaveis, e pelo teorema da substituicio) x+y ¢
computavel pelo teorema da recursao.

Sendo x+ y computavel, xx y também o &, logo x* é computavel tal como x°

ey’
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Falta provar que |x—y| é computavel. Caso o seja, |x’ —y° | também ¢ pelo
teorema da substituicdo e g(x) ¢ igualmente computdvel pelo teorema da
minimizacao.

|x—y|=(x=y)+(y=x) é computavel caso x=y o seja, pelo teorema da
substitui¢cdo e por ja se ter provado que a adigdo ¢ computavel.
x=0=f(x)=U/(x)é computivel pois a fungio projeccio ¢ basica.
x=(y+1)=g(x,y,x=y)=U;(x,y,x~y)=1 é computavel caso x=1 seja
computdvel e porque a fungdo projeccdo ¢ basica, logo computavel. Assim,
x =y € computavel caso x -1 o seja, pelo teorema da recursao.

0-1=f()=0 ¢é computavel pois a funcdo O ¢é  basica.
(x+1)=1=g(x,x=1)=U;(x,x=1) é computavel pois a funcio projec¢do ¢
basica, logo computavel. Assim, x =1 é computavel pelo teorema da recursdo,
logo x -y, |x—y]| e g(x) também o sdo, como se queria demonstrar.

Q) b0 = m(x-Zil=0)
b) h ()= p(/(x.5) = 0)

f@d04X—§H

Programa F
1 J23,9) 16 Z4) 11 T2,3) 116 S(4)
12 J(3,4,6) I7  S@3) 112 Z(5) 117 S(5)
I3 S4) I8 J(1,1,1) 113 J(1,3,19) 118 J(1,1,13)
4 S(5) 19 T(5,2) 114 J1(2,4,19) 119 T(,1)
I5  J(1,1,2) 110 T(1,4) 115 S(3)

m = max(n+1, p(F)) = max(0+1, 5) =5

Programa H'
I1 T(,6) 19 S4) 117 T(2,3) 125 T(5,1)
12 T(6,1) 110 S(%) 118 Z(5) 126 J(1,8,29)
I3 T(7,2) It J(,1,8) 119 J(1,3,25) 127 S(7)
14 Z@3) 112 Z(4) 120 J(2,4,25) 128 J(1,1,2)
IS5 Z#4) 113 S(3) 121 S(@3) 129 T(7,1)
I6  Z(5) 114 J(1,1,7) 122 S4)
7 J1(2,3,15) 115 T(5,2) 123 S(5)
I8 J(3.4,12) 116 T(1,4) 124 J(1,1,19)
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. . ) x/y, se x ¢ multiplode y.

Considere-se a fungdo quociente(y,x) =1 . ) -
indefinido, caso contrario.

Cada uma das fungodes apresentadas sdo equivalentes a fungdo gquociente(y,x)
para um valor fixo de y. Por exemplo, metade(x) = quociente(y,x) para o valor
fixo de y=2. Provando que quociente(y,x) € computavel, sabe-se, pelo teorema
s-m-n (forma simples) que existe uma funcdo total e computdvel k£ tal que
quociente(y,x) = ¢,.,,(x). Ou seja, para cada valor particular de y existe um

programa que computa a funcdo para esse valor particular.
quociente(y,x) = pz(| x — yx z |= 0) é computavel j4 que se provou no exercicio
3que |x—y| e xxy sdo computaveis. Logo quociente(y,x) também o € pelo

teorema da minimizagdo. Assim, pelo teorema s-m-n, todas as fungdes dadas sdao
computaveis como se queria demonstrar.
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