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e  Esta prova escrita tem a duragdo de 1h00 e é sem consulta.
o Identifique cada folha com o seu Nome completo.

e  Responda a Parte Teorica em folhas separadas da Parte Pratica. Inicie cada resposta no topo da
pdgina, ndo se esquecendo de indicar o numero da pergunta a que estd a responder de forma clara.

e Pode escrever com lapis e tenha muito cuidado com a qualidade do Portugués e da Apresentagdo.

Parte Teodrica

1. Defina os seguintes conceitos:
a) Func¢ao URM-computavel.
b) Fungao caracteristica de um predicado M(x;, ..., x,).

¢) Predicado decidivel.

2. Considere a funcao f(x,z) =x"+2* (por exemplo f(2,2)=8). Calcule o valor da funcao
somatorio_limitado, tal como definida de seguida, para x=3 e y=3 (nota: esta
funcdo somatorio_limitado tem como variaveis livres x e y):

somatorio_limitado (x,y) = Z f(x,z) € definida pela seguinte equacao recursiva:

z<y

> fxz)=0
> f62) =Y i)+ fxy)
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Parte Pratica

3. Escreva um programa URM que implemente a funcdo multiplicagdo(x, y)=xxy
sem utilizar a forma genérica da recursao.

4. Escreva um programa URM que implemente a fungdo f(x)=x+2 usando a
forma genérica da recursao.

5. Sabendo que as fungdes basicas sdo computaveis e usando os teoremas da
substitui¢do, da recursio e/ou da minimizagdo, prove que a fungdo
quociente(x,,x,) também ¢ computavel.

x,/x,,se x, ¢ multiplo de x,.

quociente(x,,x,) =1, 2 iy
indefinido, caso contrario.
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somatorio_limitado (x,y) = Z f(x,z)

z<y

somatorio_limitado (3,3) = Z f(3,2):

z<3

D f(32)=2 f(3.2)+ f(32)

2 f(3.2)=2 f(32)+ f(31)
> f(32)=3 f(32)+f(30)
> f(3.2)=0

z<0

Logo: somatorio_limitado (3,3) = Zf(S,z) =0+ £(3,0)+ f(3,1)+ f(3,2)

z<3

flez)=x*+2

1(3,2)=3"+2°=9+4=13
13,1)=3"+2"=9+2=11
1(3,0=3"+2"=9+1=10

Logo : somatdrio_limitado (3,3) = Y, f(3,2) =0+10+11+13=34

z<3
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I1 J(1,4,9)

12 J(2,3,6)

I3 S(3)

14 S(5)

I5 J(1,1,2)

16 S(4)

17 Z(3)

I8 J(1,1,1)

19 T(5,1)

h(O)=/()=2

h(y+1)=g(y, h(y))=h(y)+1
Programa F Programa G
I S(1) IT  S(2)
12 S(1) 12 T(2,1)

m = max(n+2, p(F), p(G)) = max(0+2, 1, 2) =2
t=mtn=2+0=2

I T(1.3)
2 z()

3 S()

4 S

5 T(Q,5)
16 J43,14)
17 T4
I8 T(.2)
9 SQ)
110 T(2.1)
11 T(.5)
112 S@4)
113 J(1,1,6)
114 TG,
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quociente(x,,x,) = wy(|x;- x2*y| = 0)

Provando que |x;- x,*y| é computdvel e definida para todos os valores menores
ou iguais a y, (caso exista tal y), entdo quociente(x,,x,) também ¢é computavel
pelo teorema da minimizacao.

Como [x-y|=(x~y)+(y=x) e como x+y ¢é computavel (pois x+0=x e
x+(@+1)=(x+y)+1, logo x+y é computavel por recursdo e pelo facto das fungdes
basicas serem computaveis, nomeadamente as fungdes projec¢do e sucessor),
bastara provar que x —y ¢ computavel para se concluir que |x-y| também o ¢ pelo
teorema da substitui¢ao.

Para provar que x —y ¢ computavel basta provar que x ~ / também o €, pois caso
0 seja, x —y também o serd, ja que ¢ definida por recursdo através de x ~ 0=x e

x = (D)= =y) = 1.

Como x =/ ¢ definida por 01 = 0 e (x+1) -1 = x entdo ¢ computavel pelo
teorema da recursdo e porque as funcdes 0(x) e projeccdo sao funcdes basicas.
x* y é computavel pois x*0 = 0 e x*(y + 1) = (x*y) + x, logo x*y é computavel
por recursdo e pelo facto da fungdo 0(x) ser bésica, logo computavel, e por x+y
ser também computéavel, como ja se demonstrou anteriormente.

Assim, sendo |x-y| e x*y computaveis, logo |x;- x>*y| também ¢é computavel pelo
teorema da substitui¢do. Logo, quociente(x,,x,) = wy(|x;- x2*y| = 0) também ¢é
computével pelo teorema da minimizagao.

Estd assim provado que quociente(x,,x,) ¢ computdvel, como se queria
demonstrar.
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