6. Decidibilidade, indecidibilidade e
decidibilidade parcial

Nos capitulos anteriores, ja foram referidos diversos problemas decidivels.

(Exemplos ?)
Apenas foi analisado um unico problema indecidivel ( “ f x € total”)

A identificacdo dos problemas indecidiveis € uma das maiores aplicacdes da Teoria da
Computacéo, pois permite demonstrar os limites teéricos dos computadores “reais”.

Lembremos que um predicado (problema) M(x) é decidivel se a Mas a Teoria da Computagao
~ .. _ tem alguma aplicagéao ?!
sua funcéo caracteristica c,,(x) dada por: F—

—_

i1l,se M(x) severifica

Cy (X) =
m (%) %O , sS& M (Xx) nao se verifica

for computavel.

Um algoritmo para computar c,, € chamado procedimento de deciséo para M(x)
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6.1 Problemas indecidiveis em computabilidade

Suponhamos que um dado programa P calcula uma dada funcéo total.
Ent&o, existe um indice a tal que P = P,,.
Além disso, o valor T a(@) esta definido (pois a funcao é total).

Questao:

Sera gue existe um procedimento geral que permita decidir se um qualquer
programa com o numero X converge, quando € aplicado ao proprio x?

Ou seja, os seguintes predicados séo decidiveis? "R(x) "

~

11 X I WXII

“ f (X) esta definida”

“f u (X, X) esta definida”
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6.1 Problemas indecidiveis em computabilidade

Teoremal Opredicado " X I W," & indecidivel.

Prova: Vamos supor que o predicado é decidivel.

E t g t t ( ) ! X - WX s p t, eI
\/ ! (X)

Nesse caso afuncdo g (X) = também é computavel

iindefinido , se f(x) =1
Seja g = f, g estadefinidaema ?

g esta definidaemaseesose f(@ =00 al W,

Mas W, = Dom(f,) = Dom (g)

Logo, g esta definida em a se e so se
a néo pertence ao dominio de g (1)

A suposicio sobre a computabilidade de f esta errada, donde " X T W," é indecidivel.

Teresa Galvao LEIC - Teoria da Computacao | 6.3



6.1 Problemas indecidiveis em computabilidade

Corolario: Existe uma funciio computavel h tal que os problemas " X1 Dom (h)"

s&o0 ambos indecidiveis. " xI Ran (h)"

N\

| X ,se x T W,

. ja h(x) =i i
Prova: Seja M09 efinida , se x T W,

Esta fungdo é computavel, pois h(x) » x 1(y y(x,x)) e Y U é computavel.
Mas X1 Dom(h) U x1T W, U x 1 Ran(h)

Logo, pelo teorema anterior, podemos concluir que ambos os predicados sao

Ou seja, ndao e x i st e um procedimento geral que nos permita decidir se um
numero pertence ao dominio ou ao contradominio de uma funcao computavel.
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6.1 Problemas indecidvas emcomputabilidade

E agora, o mais famoso exemplo de indecidibilidade:

O problema da paragem

O problema “f, (Y) estadefinido* (ou P (y) ~ ou y T W,)

@ indecidivel.

Informalmente: se o problema “ fx (Y) esta definido “ fosse decidivel, também o seria o problema
anterior (mais simples) , “fx (X) esta definido”.
Mas o Teorema anterior diz-nos que este predicado ndo é decidivel.

Prova: Seja g a funcéo caracteristica do predicado fx (¥Y) esta definido™:

il, se f, (y)estadefinido

g (x) :}0 , se f (y) nao esta definido

Se g é computavel, também é a funcgao f(x) = g(x,x).
Mas f é a funcéo caracteristica de " x I W," | a qual ja provdmos que ndo é computavel.
Entdo, g ndo é computavel e f, (y) “esta definido “ é indecidivel
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6.1 Problemas indecidiveis em computabilidade

O Problema da Paragem ( The Halting Problem) tem grandes implicacdes praticas:

Nao existe nenhum metodo geral efectivo que permita averiguar se um dado
programa, para um determinado conjunto de dados eventualmente para.

Nao existe nenhum procedimento efectivo que verifigue se um programa
tem ciclos infinitos.

O problema indecidivel " x T W," é a chave para a demonstracdo de muitos outros
problemas indecidiveis.

Considere-se um dado problema M(x). Muitas vezes, a solucao deste problema
conduz a solucao do problema " x I W,"

Ou seja, M(x) é decidivel seesd6se " x | W," é decidivel.

Como ja se provou que este problema é indecidivel, M(x) também sera indecidivel.
Diz-se, nesse caso, que " X | W," é reduzido ao problema M(x).
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6.1 Problemas indecidiveis em computabilidade

Teorema O problema "f, = 0" é indecidivel

_ 5 . i 0 ,se x T W,
Prova: Considere-se a funcéo f definida por:  f(x, y)=j. . . )
o _ _ iindefinida , se x I W,
(f foi definida considerando que vai ser
usado o Teorema s-m-n)

Defina-se agora g, (y) » f(x,y) . ffoi definida por forma que: g, = O U x1 w,

f € computavel ( f (x,y) = 0.y (x,X)), logo, pelo Teorema s-m-n existe uma fungao
total computavel k(x) tal que f (x,y) »f . (¥) ou seja,f kx = 9x

Pela definicdo de f, temos X1 W, 0 f =0 (¥

Suponhamos que "f, = 0" é decidivel.
‘ _ (X)_‘ll,sefX:Q ) el
Logo a funcdo 9 _}0 sef, 10 € computavel.
Entao também a funcao h(x) = g(k(x)) é computavel. _ .
o h(X)_‘ll,sefX:Q;l.e.xIWX
Mas de (*), n0s temos que _}0 sef. t Oie xiW,
Do Teorema 1 vem que h ndo € computavel, logo g ndo € computavel e o predicado é indecidivel.
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6.1 Problemas indecidiveis em computabilidade

Na ultima aula vimos alguns problemas indecidiveis em computabilidade:

"f, etotal”

Problema da Introspeccdo: " X | W, "

(ou " P (X) "ou “ f,(X) estadefinida”)

Problema da Paragem: "y T W, "

(ou "P,(y) " ou "f, (y) estadefinida”)
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6.1 Problemas indecidiveis em computabilidade

Do Teorema anterior podemos concluir que existem limitacdes inerentes

correccao de um programa.
De facto, ndo existe um método geral efectivo que permita verificar se um programa calcula a

funcao Zero.

O seguinte corolario mostra que a questao de saber se dois programas computam a mesma
funcéo unéaria é indecidivel.

Corolario O problema "f, = f," éindecidivel.

Prova: Seja ¢ um numero tal que f, = 0

Se f(x,y) é a funcéo caracteristicade "fx = f"

entdo a funcdo g(x) = f(x,c) € a fungdo caracteristica de"f, = 0"

Mas, pelo Teorema anterior, g ndo é computavel, logo f também nao.
O predicado "fy = f," ¢éindecidivel.
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6.1 Problemas indecidiveis em computabilidade

Teorema Seja c um numero qualquer. Os seguintes predicados sao indecidiveis:
(a) Problema do Input

"c I W," (ou "P(c) — " ou "cl Dom(f,)")

(b) Problema do Output

"cl E/" (ou "c 1 Ran(f,)")

Prova: Usaremos o Teorema s-m-n para reduzir o problema "x I W," a estes problemas.

y ,se x T W,

_ i
Considere- funcdo f(x,y) dada por:  f (X, y) =i - i
onsidere-se a fungao f(x,y) dada p (%) Yindefinida , se x T W,

Seja 9x(¥) = f(x,y)
gx € afuncdo identidade (Y ® ¥ ) se X1 W,

Ox estaindefinidase X I W,
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6.1 Problemas indecidiveis em computabilidade

Entdo, para qualquerc, ¢ 1 Dom(g,) U c1 Ran(g,) U x 1T W,

Pelo Teorema s-m-n, existe uma fungcdo computavel k tal que f ko) = 9x
Para qualquer c, Cl Wy U e Eypy U x T W,

Seja g’ a fungéo caracteristica de "c T Wy

j1,secl Wy, ie xT W,

Entao g'(k(x)) = ’:,‘0 .secl Wk(x); i.e. x| W,

Seja g” a funcéo caracteristica de "¢ I E,"

secl Eyyy;i.e. xT W,

il,
= ""(k =7 . . -
Entao 9" (k(x)) }o ,secl Eyyy; i.e. x W,

~

Reduzimos "X I W," acada um destes problemas, logo "¢ I W," e "c | E,"

seriam decidiveisseesdse "X | W," o fosse.
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6.1 Problemas indecidiveis em computabilidade

Teorema de Rice

Seja B C, eB ! A& C, . Entdiooproblema "f, T B " & indecidivel.

Prova Pela algebra da decidibilidade, sabemos que "f, 1 B " & decidivel se e s6 se
"fy I Ci\B " ¢ decidivel. Podemos assumir sem perda de generalidade que fz | B

Escolhe-se uma funcdo gl B )
i ogly) .sexl W,

. ) 5 f(x,y)=1i. L i
Considere-se a fungéo (X, y) Lindefinida , se x T W,

Como f é computavel (Tese de Church), o Teorema s-m-n diz que existe um funcao
total computavel k(x) tal que f(x,y) = f 4 (Y)
Entdo, vemos que: X | Wy P f g =09 je. f ) | B

Reduzimos o problema "x T W, " ao problema "f, 1 B "
Logo "f, T B " éindecidivel.
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6.1 Problemas indecidiveis em computabilidade

Equacoes “Diophantine”

Uma equacéo “diophantine” é uma equacao polinimial com coeficientes inteiros,
para a qual sao exigidas solucobes inteiras.

Por exemplo:

x?-4=0 tem duas solucdes + 2

X =
X?-y=0 tem infinitas solucGes {(0,0);(l,l);(2,4);(- 2,4);...}

x2_.2=0 nao tem solugoes
?
5x°+17yY - 177=0 (?)
123666111222 123666111222 _

123666111222 _ 0 (7)

X +y C

O problema de saber se uma qualquer equacao “diophantine” tem solucdes inteiras €
indecidivel (1)

Teresa Galvao LEIC - Teoria da Computacao | 6.13



Predicados parcialmente decidiveis

Apesar do predicado "x T W, " ter uma funcéo caracteristica nao , @ seguinte
funcéo relacionada com aquela € computavel:

f B 1 ,se x T W,
) " tindefinida , se x T W,

Se continuarmos a associar o valor “1” a resposta “Sim”, qualquer algoritmo para f dara a
resposta “Sim” sempre que "X I W, " e continua indefinidamente quando "x I W, "

Esse procedimento € designado por “procedimento de decisdo parcial” para o problema
"X I W, " e este problema diz-se parcialmente decidivel.

Definicdo: Um predicado M(x) € parcialmente decidivel se a funcéo f dada por

; 1 1 , s& M (x) severifica
() =1 ndefinida , se M (x) ndo se verifica

é computavel. Esta funcéo € designada por funcao caracteristica parcial.
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Exemplos de Predicados parcialmente decidiveis

1. O problema da Paragem "P, (y) " ¢é parciaimente decidivel, pois a sua funcéo
caracteristica parcial € computavel:

f _1 1 , se P(y)
(x.¥) = tindefinida | sen@o

f & computavel pela Tese de Church ou considerando que f(x,y) » 1 (y ,(x,y))

2. Qualquer predicado decidivel é parcialmente decidivel;

3. Para qualquer fungdo computavel g(x) o problema "x 1 Dom(g)" €é parcialmente decidivel,
pois a sua funcao caracteristica parcial 1(g(x) )

4. O problema "x T W," nao é parcialmente decidivel, pois a sua funcao caracteristica
parcial ndo € computavel.

f i 1 ,se x I W,
() " lindefinida , sex 1 W,
Se f for computavel, tem um indice m. Entdo vejamos o que acontece quando aplicamos f a m:

ml Dom(f) U mT Dom(f ) U m1 W_ U f(m)indefinido U mi Dom(f)
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Predicados parcialmente decidiveis

Teorema Um predicado M(x) € parcialmente decidivel se e sO se existe uma funcéo
computavel g(x) tal que:

M(x) verifica-se se e s6 se x | Dom(g)

Prova: a) Se M(x) é parcialmente decidivel com funcéo caracteristica parcial f(x),

entao pela propria definicdo de f temos que M(X) € verdade se e sO se
x T Dom(f)

Fazemos entao g(x) » f(x). Como f & computavel, g € computavel.

b) Seja g uma funcdo computavel tal que M(x) se verifica se e s6 se x I Dom(g)
Queremos provar que M(x) € parcialmente decidivel

De facto, a funcéo caracteristica parcial deste predicado definida por:
i 1 : I D
£ (%) :i se X om (g)

iindefinida , sex T Dom (g)

Esta funcdo é computavel, pois g € computavel e f(x) = 1 (g (x))
Logo, M(x) é parcialmente decidivel.
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Predicados parcialmente decidiveis

Teorema Um predicado M(x) € parcialmente decidivel se e sO se existe um
predicado decidivel R(x, y) tal que:

M(x) seesdse $y R(x,y)

Prova:
a) Se M(x) e parcialmente decidivel tem um procedimento de decisao parcial dado pelo
programa P. Defina-se um predicado R(x,y) por: R(X,y) © P(X) emy passos

Este predicado é decidivel (ver aulas anteriores). Além disso,
M(x) verifica-se se e s6 se P(X) ,ouseja,seesdse$y R(x)y)
b) Seja R(X,y) um predicado decidivel tal que: M(x) se e s6 se$y R(x,y)

Queremos provar que M(x) é parcialmente decidivel.
i menor y tal que R(x,y) se verifica , se existey

Considere-se a funcdo g(x) » myR(x, y) = Lindefinido , Se'y nao existe

Esta funcdo é computavel: 9(x) = my (sg(cx(X, y)) = 0)

Logo, M(x) verifica-se se e s6 se x I Dom(g) . Pelo teorema anterior, M(x) € parcialmente
decidivel.
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Predicados parcialmente decidiveis

O Teorema anterior pode ser usado para estabelecer algumas propriedades dos predicados
parcialmente decidiveis que nos ajudam a reconhecé-los.

Teorema: Se M(X, y) € um predicado parcialmente decidivel, entdo também o € o
predicado $y M(x,y)

Prova: Recorrendo ao teorema anterior, seja R(X, y, z) um predicado decidivel tal que

M(X, y) se e s6 se $z R(x,y,2)

Entdo, $y M(x,y) U $y $z R(x,y, 2)

Utilizando a técnica de codificar o par de nimeros y, z pelo Gnico nimero U = 27 3°

a pesquisa do pary, z, tal que R(X, Y, z) reduz-se a pesquisa do numero u tal que R(x, (u),, (u),)
ou seja, $y M(x,y) U $u R(x, (u), (u),)

O predicado S(x, u) ° R(x, (u),, (u),) é decidivel (por substituicdo) logo,

pelo Teorema anterior, o predicado $y M(x,y) é parcialmente decidivel.
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Predicados parcialmente decidiveis

A repetida aplicacao do Teorema anterior leva-nos ao Corolario:

Corolario:  Se M(x, y) é parcialmente decidivel (y =y, Y,,....Y,,), €ntdo também o é
o predicado $Yi- $Ym M(X,Y1sY )

Exemplos: Os seguintes predicados sao parcialmente decidiveis:
L x I EY  (nfixo)

x1 EN U $2,..$2,$t(P, (z,....2,) x emt passos)

A
>

_ ~ predicado decidivel
Podemos entao aplicar o corolario.

2. W 1 A&

X

Wt £U $y$t(P, (y)  emt passos)

X

predicado decidivel Podemos aplicar o corolario.
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Predicados parcialmente decidiveis

Teorema: Um predicado M(x) é decidivel se e s6 se M(x) e “ndao M(x)” forem
ambos parcialmente decidiveis.

Prova: a) Se M(x) é decidivel, também “ndo M(x)” é decidivel e, nesse caso, M(x) e

“nao M(x)” sdo parcialmente decidiveis, pois todos os predeicados decidiveis
sao parcialmente decidiveis.

b) Sejam agora M(x) e “ndo M(x)” predicados parcialmente decidiveis com
procedimentos de decisao parcial F e G. Queremos provar que M(x) é
decidivel. Fx) ~ 0 M(x) verifica-se

G(x) ~ U "naoM(x)" verifica-se

Além disso, F(x) © ou G(x) ~ mas nunca ambos

O seguinte algoritmo permite decidir M(X): para um dado X, correr 0s programas
F(x) e G(X) simultaneamente ou alternadamente um passo de cada. Se F(x)
parou, M(x) verifica-se. Se G(X) parou “nao M(x)” verifica-se.

Logo M(x) e decidivel.
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Predicados parcialmente decidiveis

Prova alternativa da alinea b)

Sejam M(x) e “nao M(x)” predicados parcialmente decidiveis
Entéo, existem predicados decidiveis R(X, y) e S(x, y) tal que:

M(x) U $yR(x,Y) e ndioM(x) U $yS(x,y) U $y(ndoR(, y))

Defina-se f(x) = my (R(x,y) ou (nao R(x,y)))

f (X) € computavel e esta definida para todo o x .
Entaio M(xX) U R(x, f(x))

Como R( x, f(x)) é decidivel, M(x) & decidivel.
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Predicados parcialmente decidiveis

O seguinte Teorema fornece uma prova alternativa para o Problema da Paragem ser indecidivel.

Corolario: O predicado "P(y) - " (ou"y I W," ou "f ,(y) indefinida" )n&o é
parcialmente decidivel .

Prova: O problema "P/(y) " & parcialmente decidivel, pois a fungéo

i 1 , se P(y)

Ve

Fxy) =i

iindefinida , senao e computavel.

"P(y) - " © "ndoP(y) "
Se o predicado "PR,(y) - " fosse parcialmente decidivel, pelo Teorema anterior, 0

Problema da Paragem seria decidivel, o que ja vimos ser falso.
Logo, o predicado “P.(Y) - " ndo é parcialmente decidivel.
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Predicados parcialmente decidiveis

O resultado final deste capitulo fornece um mecanismo util para provar que uma funcao
computavel.

Teorema: Seja f(x) uma funcédo parcial. Entdo f € computavel se e sé se o
predicado“f (x) » y" for parcialmente decidivel.

Prova: a) Seja f uma funcdo computavel por um programa P. Entado, temos
f(x) »y U $t(P(x) ~ yemt passos)
~ decidivel
parcialmente decidivel
Entdao "f(x) » y" também é parcialmente decidivel.
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Predicados parcialmente decidiveis

Prova (cont.)

b) Suponhamos agora que "f(x) » y" ¢é parcialmente decidivel

Queremos provar que f € computavel

Seja R (X, y, t) um predicado decidivel tal que f(x) » y U $tR(x, y, 1)

Entdo temos o seguinte algoritmo para computar f(x):

“Procurar um par de numeros y, t, tais que R(X, y, t) se verifica.
Se, e quando esse par for encontrado, f(x) » y *.

Entéo, pela Tese de Church, f &€ computavel.
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Predicados parcialmente decidiveis

Prova alternativa (formal) de b)

Como "f(x) » y" & parcialmente decidivel,
seja R (x, y, t) um predicado decidivel tal que f(x) » y U $tR(x,y, 1)

Entdo $y(f(x) » y) U $y$tR(x, y, 1)

Sejaz = 2’3 $y(f(x) »y) U $2z R(X, (2, (2),)

Seja S(x, z) ° R(x, (2),, (2),) S(x, z) é decidivel (por substituicéo)
Entdo $ z S(x, z) ° $ z R(x, (2),, (2),) & parcialmente decidivel

Logo, "$y(f(x) » y)" & parcialmente decidivel

Defina-se M(x) ° $z R(x, (2),, (2),) e 9(x) = m z S(x, 2)

g(x) é computavel e M(x) verifica-se se e s6 se X | Dom (g)

e gx) =z=223 com Yy=(@2,et=(, e f(x) »y
Logo, f é computavel.
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