5. Programas Universais

5.1 Funcdes universais e programas universais

5.2 Duas aplicacdes de programa universal

5.3 OperacOes efectivas sobre fungcbes computaveis
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5.1 Funcoes Universais e Programas Universais

Considere-se a seguinte funcao: Yy (X, Y) =f X(Y)

O que faz ?

Tudo o que qualquer funcao unaria computavel pode fazer !

Esta funcédo engloba todas as funcfes unarias computaveis.

Seja g(y) uma funcéo qualquer computavel. Entdo, tem um indice n.

a(y) =f ,(y)=y (n,y)

Diz-se que Y é a funcdo universal para as funcdes unarias computaveis.
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5.1 Funcoes Universais e Programas Universais

Definicao
~ : ~ . L ~ . (n)
A funcdo universal para funcées n-arias computaveis é a funcéo (n+1)-aria Y u

definida por:
yU(”)(e,xl,xz,...,xn)»f o (Xg, X9 ,.00y X))

(n) , ,
Yu ’écomputavel ?

. ey n ~ ;. ,
Se for, existird um programa PU (n) capaz de computar qualquer funcao n-aria computavel.

Entéo, esse programa ird englobar todos os programas e sera designado por

Programa Universal.
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5.1 Funcoes Universais e Programas Universais

Teorema

(n)

Para cada n, a funcéo universal Y y € computavel.

Prova 1: (Recurso a Tese de Church)

Para um n fixo e dados um i{pﬁlice e e um n-uplo X, vamos estabelecer um procedimento
informal para computar Y v~ :

“ Descodificar o nUmero e e escrever o programa P,

Imitar a computagao P,(X) passo por passo.
~ . . (n) , ,
Se e quando a computacdo terminar, o valor requerido deY ¢~ (€,X) é o nimero que

se encontra em R,.”

. : (n) )
Recorrendo & Tese de Church, podemos concluir que Y u €@ computavel.

Teresa Galvao LEIC - Teoria da Computacao | 54



5.1 Funcoes Universais e Programas Universais

Prova 2: (Esboco de uma prova formal)

Esquema da prova:

1. usar um Unico nimero S para codificar a situacéo corrente de uma computac&o
2. Definir uma funcdo computavel que exprima a dependéncia de S relativamente:
(i) ao niumero do programa: e;

(i) ao vector x (input);

(ili) a0 numero de passos da computacao que ja foram efectuados: t.
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5.1 Funcoes Universais e Programas Universais

. : oL (n)
« Para n fixo, consideremos o indice e e o vector x. Queremos computar Y u (e x)
« Descodificamos e e escrevemos o programa P..

« Para um dado X, a situagao corrente durante a computagao P, (x) € completamente
descrita por:

- a configuracéo corrente dos registos rq, r,, Is,...
- 0 numero j da instrucao seguinte.

Como apenas um numero finito de r; é diferente de zero, a configuragéo corrente pode ser
univocamente dada pelo niumero:

c=2"3%5%.=0p"
/ '3lpl(\

codigo de configuracéao i-€simo numero primo

Note-se que o contelido de R; pode ser recuperado a partir de c, pois r; = (C) ;.
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5.1 Funcoes Universais e Programas Universais

A descricao da situacao corrente pode assim ser completa atraves

s =p(c]))
/

estado corrente da computacéo Pe(x)

Convencéao: Se a computacao parou, entdo j = 0 e a configuracéo final é c.

Mas os valores de c, j e S variam durante a computacao:

Vamos exprimir a sua dependéncia relativamente
- a0 numero do programa (e)
- ao input (x)
- a0 numero de passos ja efectuados (t)
através das seguintes funcdes (n+2)-arias.
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5.1 Funcoes Universais e Programas Universais

c,(e, x, t) = configuracdo apos t passos de P,(x)
(= configuracéo final, se Pe(x) parou em t ou menos passos)

nuamero da instru¢ao seguinte de P(X) , Se P,(X) ndo parou apos t
guando t passos foram executados OU Menos pPassos

Jn(e, x, t) = )
, se P.(X) parou apos t ou

0 Menos passos

Sh (e, X, t) = estado da computagéo P(X) apds t passos

= p(Cnl& X, 1), Jn(& X, 1))
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5.1 Funcoes Universais e Programas Universais

O nosso objectivo agora sera provar queSn

Vamos supor que é computavel. (provaremos depois)

Entdo, se a computacdo P.(x) termina,
o nimero de passos sera Mt (],(e x, 1) = 0)
a configuracao final sera  Cn (& X, mt(j,(e x, t) = 0))
e o resultado final (o conteudo do registo R,) sera:

(Cy (&, X, Mt(jn(e, x, 1) = 0)); =y (ex)

e, entio Y u'”(€X) & computavel. (c.q.d.)

Usamos agora a Tese de Church para provar que S, é computavel.
Damos o seguinte algoritmo informal para determinar efectivamente

sn(e x, t+1) a partirde  Sn(& X, t) e do indice e:
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5.1 FuncOes Universais e Programas Universais

“ Descodificar o nimercSn(€ X, ) e obter os c=c,le, xt) e j=j,(e xt).
Sej=0, sp(e x, t+1) =s,(e x, 1)

Senéo, escrever a configuracao codificada em c:

(€)1 | (c), | ()3 o C©m | O *

Descodificar o indice e, obtendo-se o programa P..

Determinar a instrucéo j de P, e aplica-la & configuragdo (*). dando origem a uma nova
configuracao, codificada pelo niumero c’.
Encontrar o nimero j’ da proxima instrucdo. Temos agora: s ,(e, X, t+1) = p (c', ')

Entdo, Snh(€ X, t) é computavel por recursdo emt )
e, parat=0,Sp(e x, 0) = p (293%...p,"" 1)

Recorrendo & Tese de Church, Sn(€ X, 1) & e o0 teorema fica provado.
Uff I
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5.1 Funcoes Universais e Programas Universais

Corolario
Para cada n > 0, os seguintes predicados sao decidiveis:

(@) S,(exy,1)° 'P,(X) yemtoumenos passos

(b) H, (ex,t)° '"P,(x) emtoumenos passos

Prova: (a) S,(ex,y,t)° 'j,(ex,t) = 0e(c,(ext)), = Vy'

(0) Hplex,n° "jy(ext) =0
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5.1 Funcoes Universais e Programas Universais

Corolario

Existe uma funcao total computavel U(x) e, para cada n > 0, um predicado decidivel
T,(e, X, z),tais que:

@)f ™ (X) esta definidaseesése $z : T,(ex,2)

o f M (X) » U (mzT,(ex,2))

Prova: Para determinar onde f o (X) esta definida e o valor que toma, é necessario
procurar um par de nimeros v, t, tais que Sn(€X,Y,1)

O operador N permite-nos perquisar efectivamente por um Gnico nimero que
possua uma determinada propriedade . Para o usar na pesquisa de um par de
nameros, podemos tomar o nimero z como uma codificagao dos numeros (z), e (z2),.

Entdo, definimos: T,(&, X, 2) = S,(e,X,(2)1,(2)5)
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5.1 Funcoes Universais e Programas Universais

Prova (cont.):

Para (a), vamos supor que f e(n) (X) esta definida; entdo, existem vy, t, tais que Sn(€ X,Y,1)
Fazendo 2=2Y 3 temos T, (e, X, 2)
Inversamente, se existe um z tal que T, (e, X, z) ,

entdo, pela definicdode T,,, P.(X) e f e(”) (X) esta definida.

Para (b), € claro da definicao de T, que, sef e(n) (X)  esta definida, entdo para qualquer

z tal que To(& X, Z) , temos | e(n) (X) = (2),

Fazendo U(z) = (2),, vem T ¢ (x) » U (mzT,(ex,2))
O
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5.2 Uma aplicacao do Programa Universal

O problema « f x € total” é indecidivel

il, sef, etota

Seja g a funcao caracteristica deste problema, ou seja: X)=1i
jag ¢ P J 909 }0,sefxnaoetotal

Vamos mostrar que g ndo € computavel.

(Por reducéo ao absurdo, usamos o0 método da diagonal para construir uma funcéo total f diferente de
todas as fungdes computaveis, por forma que, se g € computavel, também o seria f.)

ify(x)+1, sef, etota

. .. . f(x) =
Seja f definida por:  f(X) "0, sf, naoetotal

Claramente, f é total e ndo computavel. Usando g e Y U , podemos escrever f como:

1y u(x,x)+1, se g(x) =1

f(x):% 0 ,se g(x)=0

Se g fosse computavel, entdo comoY u é computavel, pela Tese de Church
poderiamos concluir que f era computavel (!!). Logo, g ndo é computavel .
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