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1.1 Algoritmos ou Procedimentos Efectivos

e Quando queremos multiplicar 12 x 12 podemos desenhar no chdo um
guadrado de 12 por 12 e contar os pequeno quadrados dentro dele. Ou entéo:

12
12
24
12
144
» E sepretendermos multiplicar 987654321 x 123456789 ?

Em primeiro lugar, é virtuamente impossivel construir o rectangulo
apropriado. Mas mesmo que fosse construido, exeércitos de pessoas
demorariam séculos a contar os peguenos quadrados e, no fim, quem iria
acreditar no resultado?
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1.1 Algoritmos ou Procedimentos Efectivos (2)

« O processo simbdlico de manipulacdo de digitos de acordo com
certas regras simples € baseado em propriedades da adicao e da
multiplicacdo que se verificam para todos os numeros.

o Estes métodos sao designados por algoritmos ou procedimentos
efectivos.

Em geral, um algoritmo € uma regra mecanica ou um procedimento
automatico para executar alguma operacdo matematica.

* Quando um algoritmo é usado para calcular o valor de alguma func
numeérica, diz-se que essa funcédo € computavel.

Teresa Galvao LEIC - Teoria da Computacao | 1.3



1.1 Algoritmos ou Procedimentos Efectivo  (3)

Exemplos:
— Somar dois numeros
— Decidir se um namero € primo

« Considere-se agora a funcao:

11 . seexistir umasequénciade exactamente N 7's
_ 1 seguidos na expansio decimal de P
g(n) =i

TO . Sendo

* Do ponto de vista matematico, esta funcéo € aceitavel. Mas sera
computavel ?
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A demonstracao de Euclides

o “Existem infinitos nUmero primos’

Esta demonstracdo mostra que qualquer que sga o0 nimero escolhido, existe sempre
um ndmero primo maior do que ele. Escolhemos um ndimero: N. Calculemos N!

 N! édivisivel por todos os nimeros até N. Se adicionarmos 1 aN!,
N! + 1 ndo é multiplode 2 ( sedividirmospor 2o resto e 1)
N! + 1 ndo é multiplode 3 ( sedividirmospor 3 oresto € 1)
N! + 1 ndo é multiplode 4 ( sedividirmospor 4 oresto € 1)

N! + 1 ndo émultiplodeN (sedividirmospor N oresto é1)

* Por outras palavras, se N!'+1 for divisivel por algum nimero diferente de 1 e de s
proprio, sO 0 podera ser por um numero superior a N. Entdo ou €
nUmero primo, ou os seus divisores primos sao superiores a N.

De qualquer forma, tem que existir um numero primo superior a N!
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1.2 A maquina URM

« |dealizacdo matematica de um computador
e Constituida por um nuamero infinito de registos:
R, R, Rs,...
cada um dos quais contendo um numero natural

R, R, R, R, R. R, R,

o, | s [ s | g |1
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1.2 A maquina URM (2)

O conteudo dos registos pode ser alterado através de instrucoes. Uma
seguéncia finita de instrugcoes designa-se por programa.
Instrucoes:

o« Zero Z(n): paracadan: 0 —> R,
atribui o valor 0 ao conteudo do registo R, (r,, := 0)

Sucessor S(n): paracadan: r+l—>R,
atribui o valor r +1 ao contetdo do registo R, (r,, := r,+1)

Tranferéncia T(m,n): para cadam, n:r, —> R,
atribui o valor r,, ao conteudo do registo R, (r,, ;=)

Salto J(m,n,q): para cada m,n,q: se r,, =r,, executa a instrucao |,
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1 J(1,2,6) RL, R Ry Ry
, S(2) 9 |7 |0 |oO
3 S(3)
L J(1.2.6) 9 |7 |0 |oO
5 J(1,1,2) 9|8 [0 |oO
6 1(3,1)

9 |8 |1 |0
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Programa URM

P=1I,1, .. Seja |, uma instrucéo de P.

g
* Define-se a instrucao seguinte da forma:
Se |, ndo é uma instrucdo de salto a instrugao seguinte e |, ,
Se I, = J(m,n,q), a instrugdo seguinte éilq , sery =ry
« O programa termina gquando nao existir instrucao seguinte, i.e:
(i) sek=sel,éumainstrucéo aritmética,
(i) sel =J(m,n,q),r,=r,eq>s,

1

(i) sel, =J(m,n,q),r, r,ek=s.

» A configuracgao final é a sequénciar,,r,,r,,..., apos a execugao de P.
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Exerciclo

Execute o programa anterior para a configuracao inicial:
R, R, R, R,

8 | 4 2 0

E para a configuracao inicial:
R, R, R, R,

2 | 3 0 0

O gue faz este programa®?
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Diagramas de Fluxo

£
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3
Z
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1.3 FuncOes computaveis em URM

Seja a,, a,, a;, ... uma sequéncia infinita em [N e seja P um programa.
() P(aj,ap,as,...) € a execucdo de P para a configuragao inicial a;,a,,a,,...
(i) P(ay,a,,a,,...) significa que a computagéo P(a,,a,,a,,...) para (converge)

(iii) P(a,,a,,a;,...) - significa que a computagao P(a,,a,,as,...) nunca para
(diverge)

Considerando que todos excepto um numero finito dos a, serdo nulos, usaremos
a seguinte notacao: P(a,,a,,...,a,).

Seja f uma funcéo de [N" em |N.

Calcular o valor de f (a,a,,...,a,) pode ser interpretado como a execuc¢ao do
programa P com a configuragao inicial a,,a,,...,a,,0,0,..., ou seja, P(a,,a,,...,a,).

O valor da fungéo sera o numero r, contido no registo R;.
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1.3 FuncOes computaveis em URM

Seja f uma funcao parcial de [N" em |N.
Definicéo
Seja P um programa e a,,a,,...,a,, b | IN.

(i) A computacéo P(a;,a,,...,a,) converge para b se P(al,az,...,an_) e, ha configuracéo
final, b esta em R;.

(i) P URM-computa f se, para qualquer a,,a,,...,a,,, b, P(a;,a,,...,a,) bseesose
(ag,ay,...,a,) | Dom (f) ef(as,a,,...,a,) =b

Em particular P (a,,a,,...,a,) se e sé se (a;,a,,...,a,) | Dom (f) .

Definicéo
A funcao f € computavel por URM se existe um programa P que computa f.
A classe das funcdes computaveis por designada por C.
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1.3 FuncOes computaveis em URM

« Dado um qualquer programa P e uma qualquer configuracao inicial
a,,a,,...,a,,0,0,..., existe uma unica funcéo n-aria que P computa, designada
por fF(,”) :

_lounicobta queP(a,,a,,...,a,) b seP(a,a,,..,a
~indefinida eP(a,a,,..,a

f{"(a,a,,..,a) ”;_

n
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Exerciclo

 Mostre que, para cada instrucéo de transferéncia T(m,n), existe um
programa sem instrucoes de transferéncia que tem exactamente o
mesmo efeito que T(m,n).

 Ou seja, as instrucoes de transferéncia sao redundantes, mas

convenientes. Inicio
l, Z(n) r,=0
|, J(M,n,5)
|3 S(n) Sim
,J(1,1,2) ——> Fim
v N&o

«— r,=r,+1
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Exerciclos

Mostre que as seguintes funcdes sao computaveis, apresentando

programas URM que as calculem:

1 ix-1 sex>0
X=1=j
10 sex =0
E
f0=i2’ A
findefinida se x impar
Teresa Galvao
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Wi
._”+m‘_ =) _ S
T« ¢ T+%1 = ¢l
wis
T+ €1 =%
(T'2)L”
omi (eT17)C ®
(€)s ®
D — (2)s”
wis (2'€'1)c ®
(g)s ¢
oIDJU| 6'v'T)Ct
_ !
0= X5 O_ =T -X
O<Xas T-Xx1

1.17
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(T'e)L®
(T'T'T)C ©
(Q)s’
(2)s ®
(€)s ©
O'v'T)c?

Wi ._”+m‘_Hmh

onIu|

redwi xas  epluiepul
w 1=}

Jed x as }
T1
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1.4 Predicados e problemas decidiveis

e Dados dois numeros x e y, queremos saber se verificam a
propriedade “x € multiplo de y”

il sexeéemultiplodey

f(xX,y)=] '
(X,y) {o se x ndo émditiplo dey

O predicado (propriedade) “x € multiplo de y” € efectivamente
decidivel ou decidivel se a funcao f € computavel.
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1.4 Predicados e problemas decidiveis

Seja M (X) = M (X{,X,,...,X,) um predicado n-ario de numeros naturais.
M(x) :IN"® |B |IB = {nao, sim}

Defina-se funcéo caracteristica: cm(x) : IN"® {0,1}

i1l seM(x)severifica sm»1

Cy (X) =i 5 - 5
m (X) 10 seM(x) ndo se verifica nao» 0

Definicao

O predicado M(x) é decidivel se a fun¢do ©m (X) é computéavel:
M(X) € indecidivel se M(x) nao é decidivel.
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Exemplos

Os seguintes predicados sao decidiveis:

. i0 sex=y
1 1] C X, :’

xty" cm(Xy) 1 sexty
) ) 11 sex=0
x=0 CM(X)_}O sex1 0

Teresa Galvao

1, Z(3)

1, 3(1,2,4)
, S(3)

, T(3.1)

, J(1,2,3)
1, J(1,1,4)
1, S(2)

, T(2,1)
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O gira-discos perfeito

A tartaruga tinha um amigo, 0 caranguejo, gue comprou um gira-discos convencido
gue tinha a capacidade de reproduzr qualquer som - era o gira-discos perfeito.

A tartaruga tentou-o convencer que isso nao podia ser, mas nao o0 conseguiu. Um
dia levou-lhe um disco chamado “N&ao posso ser tocado pelo gira-discos 1”.
Quando o caranguejo o tentou ouvir, apos algumas notas o gira-discos comecou a
vibrar e, depois de umaltisssimo “ POP” , desfez-se em milhares de pedacos.

O caranguelo, muito irritado, fol queixar-se ao vendedor do gira-discos que lhe
forneceu outro mais potente e mais caro. Quando contou a novidade a tartaruga,
esta escreveu ao fornecedor dos gira-discos e obteve toda a informacao sobre a
forma como eles eram construidos. Maldosamente, ela fabricou um novo disco
chamado “ Nao posso ser tocado pelo gira-discos 117 . Mais uma vez, o gira-discos
“ perfeito” se desfez em mil pedacos.
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O gira- discos perfeito (cont.)

O carangugo, desesperado, pensou em obter um gira-discos de baixa
fidelidade, que n&o seria capaz de captar nem de reproduzr 0s sons que o iriam
destruir, mas esse gira-discos estaria longe de ser perfeito.

Mas entao, para qualquer gira-discos X a tartaruga fabricaria um disco
chamado “ N&o posso ser tocado pelo gira-discos X" .

Mas 0s “ sons’ encontram-se gravados no disco! Os sons existem
(sAo verdadeiros), apesar de nao poderem ser reproduzidos
(provados) em nenhum gira-discos.
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Um “isomorfismo”

Gira-discos

Gira-discos de baixa fidelidade
Gira-discos de alta fidelidade
Gira-discos perfeito

Modelo do gira-discos

Disco

Disco tocavel

Disco intocavel

Som

Som reproduzivel

Som irreproduzivel

Teresa Galvao

cccccccccccoa

Sistema axiomatica de TN
Sistema axiomatico “fraco”
Sistema axiomatico “forte”
Sistema axiomatico completo
axiomas e regras do sistema
Expressao do sistema
Teorema do sistema
Nao-teorema do sistema
Afirmacao verdadeira de TN
Teorema interpretado

Afirmacao verdadeira que nao
é um teorema
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1.5 Computabilidade em outros Dominios

O modelo URM é definido apenas para niumeros naturais.

As nocoes de computabilidade e decidibilidade podem ser estendidas a outros
dominios através de uma codificacao:

Uma codificacdo de um dominio D de objectos € uma funcgao explicita e injectiva:
a .D® [N

Diz-se que o objecto d 1 D esta codificado pelo nimero natural & (d).

Seja f:D® D .

f & codificada pelafuncdo f :[N® [N f'=a of oa™!

Vd Vd * Vd ~ 7 Ve -
f é computavel se f € uma funcdo computavel de nimeros naturais
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Exemplo

Considere-se o dominio Z. Uma codificacéo explicita é dada por:

im
i 2n sn30 . () e m par
a(n) = | atm = 72 .,
1-2n-1 sen< O i- ; se m impar
|
Seja f(x)=x-1em Z .
i1 sex=0
* , * |
f :IN® |N édada por P ()=ix-2 sex> Oexpar

1x+2 seximpar

" & computavel por URM. Ent&io x-1 é computavel em Z. .
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